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1 Einf�uhrung

Viele physikalische E�ekte, wie die Bewegung eines K�orpers im Schwerefeld
der Erde, das Laden eines Kondensators oder die Schwingung eines harmo-
nischen Oszillators lassen sich durch Di�ereantialgleichungen beschreiben.
Diese Di�erentialgleichungen sind zudem recht einfach numerisch zu l�osen,
w�ahrend dies f�ur eine analytische L�osung f�ur Di�erentialgleichungen h�oher-
er Ordnung und Di�erentialgleichungssysteme in der Regel nicht zutri�t.
Desshalb basieren viele Dynamiksimulationen auf der numerischen L�osung
solcher Di�erentialgleichungen. zun�achst soll erl�autert werden, was eine Dif-
ferentialgleichung ist, es werden einige Beispiele von einfachen Di�erential-
gleichungen aufgef�uhrt und auf numerische Stabilit�atsprobleme hingewiesen.

1.1 Der Di�erentialquotient (Die Ableitung)

Die Ableitung einer Funktion f(x) berechnet deren Anstieg im Punkt x. Die-
ser Anstieg entspricht der Tangente an den Funktionsgraphen im Punkte x
(s. Abb. 1). Die Ableitung einer einfachen Funktion kann sowohl analytisch
mit Hilfe der 4 Ableitungsregeln als auch numerisch durch Bildung des Dif-
ferentialquotienten berechnet werden.

1.2 De�nition des Di�erentialquotienten

_y =
d

dx
f(x) = lim

x2!x1

f(x2)� f(x1)

x2 � x1

Alternativ kann man auch schreiben:

_y = lim
h!0

f(x+ h)� f(x)

h

O�ensichtlich ist, da� h nicht Null sein darf. Dies ist bei der numerischen
Berechnung der Ableitung zu beachten, da es hier aufgrund der begrenz-
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Abbildung 1: Bedeutung des Di�erentialquotienten. Im Limes x2 ! x1 geht
die Sekante durch die Punkte (x1; f(x1)) und (x2; f(x2)) in die Tangente an
den Punkt (x1; f(x1)) �uber.

ten Genauigkeit von Gleitkommazahlen schnell zu einer Division durch Null
kommen kann ( �Uberlauf ).

Viele physikalische Formeln liegen allerdings schon in Form von Ablei-
tungen vor, welche die �Anderung einer physikalischen Gr�osse wie z.B. der Po-
sition oder Geschwindigkeit in Abh�angigkeit z.B. von der Zeit beschreiben.
Hier ist nun die Funktion selbst gesucht, zu bestimmen durch Integration
der Ableitung.

1.3 numerische Integration

Die numerische Integration soll mit einem Beispiel motiviert werden. Gege-
ben sei die einfache Ableitung der Funktion f(x):

_f(x) = _y = 2x

Abbildung 2 zeigt das Richtungsfeld der Ableitung. W�ahlt man sich einen
Startpunkt (x; y = c) in diesem Richtungsfeld, so braucht man nur in kleinen
Schritten den Richtungspfeilen folgen und erh�alt die Funktion

f(x) = y = x2 + c

Die numerische Integegration n�ahert also durch m�oglichst kleine Schritte
die exakte analytische L�osung des Integrals an.
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Abbildung 2: Richtungsfeld der Ableitung _y = dy
dx

= 2x. Auf der Abszisse ist
x abgetragen, auf der Ordinate y = f(x). In jedem Punkt (x; y) ist �uber die
Ableitung eine Steigung de�niert, dargestellt �uber die kleinen Pfeile. Folgt
man den Pfeilen, f�uhrt man implizit eine numerische Integration durch.

f(x) =

Z
_f(x)dx = lim

�x!0

X
_f(x)�x

Diese einfache numerische L�osung durch kleine Schritte konstanter Weite
wird auch Euler-Methode genannt. Mit steigender Schrittweite steigt auch
der numerische Fehler, diese k�onnen sich recht schnell aufsummieren und
eine numerische Simulation destabilisieren. Abhilfe scha�en numerische In-
tegrationsverfahren h�oherer Ordnung ( midpoint, Runge-Kutta ) und eine
adaptive Schrittweite.

1.3.1 Beispiel: Dynamik eines Massepunktes

Die Dynamik behandelt die Bewegung von K�orpern aufgrund �au�erer ein-
wirkender Kr�afte. Die Bewegung von massebehafteten K�orpern folgt den
drei Newtonschen Axiomen:

1.3.2 1. Newtonsche Axiom:

Ohne �au�ere Krafteinwirkung verharrt ein K�orper im Zustand
der Ruhe oder der geradlinig gleichf�ormigen Bewegung.

Diese Eigenschaft aller K�orper wird auch Tr�agheit genannt.
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Abbildung 3: 2. Newtonsche Gesetz - Kraft = Masse x Beschleunigung

1.3.3 2. Newtonsche Axiom:

Die wirkende Kraft und die erzielte Beschleunigung sind einander
proportional.

daraus leitet sich die fundamentale Formel

F = ma

ab, auf der alle Dynamiksimulationen basieren.

1.3.4 3. Newtonsche Axiom:

�Ubt ein K�orper auf einen anderen eine Kraft aus, so erf�ahrt er
von diesem eine entgegengerichtet gleiche Kraft. Kr�afte treten
also immer paarweise auf.

Das dritte Newtonsche Axiom beasgt, da� die Wechselwirkungskr�afte
zwischen zwei K�orpern gleich gro� und entgegengesetzt sind (actio = re-

actio).
Formel 1.3.3 stellt aber nichts anderes als eine zweifache Ableitung des

Ortes nach der Zeit dar, da die Beschleunigung gleich der �Anderung der
Geschwindigkeit mit der Zeit, a = _v = dv=dt und die Geschwindigkeit gleich
der �Anderung des Ortes mit der Zeit ist, v = _x = dx=dt. Anders geschrieben:

�x = a =
F

m
(1)

Zu beachten sei hier, da� die abh�angige Variable nun nicht mehr y, son-
dern x und die unabh�angige Variable t anstatt x ist. Um nun die Abh�angig-
keit des Ortes x von der Zeit t zu ermitteln, gen�ugt eine zweifache (numeri-
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Abbildung 4: Bewegung eines Massepunktes unter Einwirkung der Erdgra-
vitation.
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Abbildung 5: Bewegung eines Massepunktes unter Einwirkung der Erdgra-
vitation und unter Ber�ucksichtigung der Luftreibung, welche proportional
der Geschwindigkeit ist.

sche) Integration obiger Formel. Dies wird exemplarisch mit Hilfe des Simu-
lationspaketes Vissim vorgef�uhrt. Abbildung 4 zeigt das Block-Diagramm.
Die Kraft F, hervorgerufen durch die Erdgravitation, wird zweifach inte-
griert und die resultierende Position x geplotted. Nun ist diese Simulation
nicht besonders realistisch, schliesslich wirkt im freien Fall auch noch die
Luftreibung. Die Luftreibung entsteht durch den Aufprall der Luft-Teilchen
auf den K�orper, wodurch nach dem 3. Newtonschen Axiom Kr�afte entge-
gengesetzt der Bewegungsrichtung entstehen. Weiterhin sind die Luftrei-
bungskr�afte proportional der Geschwindigkeit des fallenden K�orpers. Die
entstehenden Reibungskr�afte k�onnen also recht einfach durch

Fr = �kv

beschrieben werden. k ist dabei der ReibungskoeÆzient, welcher z.B. von
der Ober
�ache des K�orpers und der Lufttemperatur abh�angt. Es ergibt sich
nun die neue Bewegungsgleichung:

�x =
F

m
� k _x

Dies ist nun aber schon eine Di�erentialgleichung ! Warum ? Deutli-
cher wird dies, wenn man sich anstelle von _x die Geschwindigkeit v denkt:
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_v = dv=dt = F=m � kv. Eine Di�erentialgleichung enth�alt also neben Ab-
leitungungen der abh�angigen Variable auch die abh�angige Variable selbst.
Diese Abh�angigkeit erschwert die L�osung, einfaches Integrieren gen�ugnt nun
nicht mehr. Dies ist eine Di�erentialgleichung 1. Ordnung. Die Ordnung
gibt den h�ochsten Grad der vorkommenden Ableitungen an. Di�erential-
gleichungen bis zur Ordnung 2 sind oft noch analytisch l�osbar, w�ahrend dies
f�ur h�ohere Ordnungen im allgemeinen nicht mehr der Fall ist.

Einfache lineare, homogene1 Di�erentialgleichungen ersten Grades, wie
sie h�au�g in der Physik vorkommen, lassen sich analytisch mit Hilfe der
e-Funktion l�osen. Gegeben die Di�.gleichung:

_x+ kx = 0 (2)

setzt man folgende L�osung an:

x(t) = x0e
�kt (3)

Ableitung der vermutlichen L�osung:

_x = �kx0e
�kt

Einsetzen der vermuteten L�osung und ihrer Ableitung in 2 ergibt:

�kx0e
�kt + kx0e

�kt ?
=0

Da dies wahr ist, ist 3 die korrekte L�osung der Di�erentialgleichung. Inho-
mogene und nichtlineare Di�erentialgleichungen sind weitaus komplizierter
zu l�osen, siehe dazu [For84]

Abbildung 5 zeigt das Blockschaltbild mit Luftreibung. Man erkennt, da�
aufgrund der Luftreibung nach kurzer Zeit die Bewegungsgeschwindigkeit
konstant bleibt, da sich die Gravitationskraft mit der Reibungskraft aufhebt
und so keine weitere Beschleunigung statt�ndet.

2 Beispiele

Im folgenden werden einfache Di�erentialgleichungen beispielhaft anhand
eines Tiefpasses und eines harmonischen Oszillators numerisch gel�ost (simu-
liert) .

2.1 Tief - und Hochpass

Abbildung 6 zeigt einen einfachen Tiefpass. Ist der Kondensator mit Kapa-
zit�at C entladen, so 
iessen, behindert durch den Widerstand R, Ladungs-
tr�ager (Elektronen) in den Kondensator, welcher dadurch langsam aufgela-
den wird. Die Menge an Ladungstr�agern, die ein Kondensator aufnehmen

1eine Di�erentialgleichung _x = a(t)x + b(t) ist linear, falls a(t) eine lineare Funktion
ist und homogen, falls b(t) = 0.
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Abbildung 6: Einfacher Tiefpass. Der Strom
uss I erzeugt �uber dem Wider-
stand R und dem Kondensator C einen Spannungsabfall U1 und U2. Die
Summe beider Spannungen ist gleich U0.

kann, h�angt von seiner Kapazit�at (C) und der anliegenden Spannung (U2)
ab:

Q = C � U

Die 
iessenden Ladungstr�ager erzeugen einen Strom
uss, welcher um so
gr�osser ist, je mehr Ladungstr�ager pro Zeiteinheit 
iessen:

I =
dQ

dt

Dieser Strom
uss erzeugt nun einen Spannungsabfall am Widerstand,

U1 = R � I

und ein ansteigen der Spannung �uber dem Kondensator:

U2 =
Q

C

Da Kondensator und Widerstand in Reihe geschaltet sind, liegt ein Span-
nungsteiler vor. Das bedeutet, da� die Summe aus U1 und U2 gleich der

�au�eren anliegenden Spannung U0 ist. Wir k�onnen also zusammenfassen:

U1 = U0 � U2

,

R � I = U0 �
Q

C
,

R
dQ

dt
= U0 �

Q

C
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Abbildung 7: Simulation eines einfachen Tiefpasses. Die Di�erenz aus U0

und U1 ergibt die Spannung �uber dem Widerstand, aus der mit Hilfe von
I = U=R der Strom
uss I errechnet werden kann. Dieser wird integriert,
so da� man die bis zum aktuellen Zeitpunkt in den Kondensator ge
ossene
Ladung Q erh�alt. Aus dieser Ladung ermittelt man �uber U = Q=C die am
Kondensator abfallende Spannung U2, welche negiert r�uckgekoppelt wird.

Sinus-Oszillator with a
phase shifting network

Abbildung 8: Elektronisches Schaltbild eines Phasenschieber-Netzwerkes mit
einem Transistor als verst�arkendes Element.

Dies ist nun eine lineare Di�erentialgleichung 1. Ordnung. Noch etwas um-
gestellt erhalten wir:

_Q =
U0

R
�

Q

RC

Abbildung 7 beschreibt die Simulation eines Tiefpasses. Mit drei hin-
tereinander geschalteten Tiefp�a�en kann ein sog. Phasenschieber-Netzwerk
realisiert werden mit dem sich z.B. ein Sinusoszillator aufbauen l�asst. Ab-
bildung 8 zeigt das elektronsche Schaltbild, Abbildung 9 eine Simulation.

2.2 harmonischer Oszillator - Feder

Abbildung 10 zeigt einen K�orper mit Masse m an einer Feder. Auf diesen
K�orper wirken zwei entgegengesetzte Kr�afte: Die Gravitationskraft F1 =
�mg und die Federkraft F2 = kx. Die Federkraft ist proportional der L�ange
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Abbildung 9: Simulation eines Phasenschiebernetzwerkes. Ein Nadelimpuls
regt den Schwingkreis intial an. Durch die recht starke D�ampfung in den
Tiefp�assen ist ein hoher Verst�arkungsfaktor n�otig.

m F=mg

F=-kx

x

Abbildung 10: Eine Feder mit Masse m unter Schwerkraftein
uss.



2 BEISPIELE 10

0.1

mass

-9.81

gravity *

gravity
force

1/S 1/S

0.1

Lenght of Spring

Time (sec)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

-20

-15

-10

-5

0

+
+
+

length of spring

spring constant

integrate force
to velocity

length

length

integrate velocity
to position

-X

-0.01

damping constant

/
l
r

m

m

calc accel
from force:
a=f/m

Abbildung 11: Simulation einer ged�ampften Feder. Die einzelnen Kr�afte wer-
den aufsummiert und zweifach integriert. dies liefert die Position des K�orpers
mit Masse m. diese Position bestimmt gleichzeitig die Dehnung der Feder
und somit die Federkraft, welche r�uckgekoppelt wird.

der Feder x. Hinzu kommt noch eine Reibungskraft (Reibung in der Feder
und Luftwiderstand des K�orpers). Von dieser Reibungskraft sei angenom-
men, da� sie in guter n�aherung proportional der Geschwindigkeit ist, mit
der sich die Feder und der K�orper bewegt. Alle drei Kr�afte summieren sich
und bewirken nach dem 2. Newtonschen Gesetz eine Beschleunigung des
K�orpers: m�x = F1 + F2 + F3. Damit k�onnen wir gleich die Di�erentialglei-
chung hinschreiben:

�x =
k1
m
x�

k2
m

_x� g

Abbildung 11 zeigt die simulierte Feder.

2.3 Mehrk�orpersysteme

Mehrk�orpersysteme werden durch Kraftkopplung mehrerer K�orper unterein-
ander z.b. �uber Federn gebildet. Aufwendige Mehrk�orper - Simulationssyste-
me erlauben die Kraftkopplung verschiedener geometrischer Grundobjekte

�uber diverse Gelenke, welche die Bewegung der K�orper in bestimmten Rich-
tungen einschr�anken. Die geometrischen Grundobjekte k�onnen dabei weiter-
hin als Massepunkt simuliert werden, da sich bei ihnen ein Massezentrum
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Abbildung 12: Simulation zweier gekoppelter Federschwinger. Im Plot er-
kennt man den zwischen beiden Federschwingern statt�ndenden Energie-
austausch an der schwankenden Amplitude.
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Abbildung 13: Simulation eines elastischen K�orpers. Die Massepunkte wur-
den in einem dreidimensionalen Gitter angeordnet und untereinander durch
steife Federn verkn�upft.

(centre of mass) berechnen l�a�t. Ein simples Mehrk�orpersystem erh�alt man
schon, wenn zwei Federschwinger oder Pendel �uber eine dritte Feder gekop-
pelt werden. Es erfolgt dann bei schwacher Kopplung ein langsamer, steter
Energieaustausch zwischen den beiden Schwingern. Abbildung 12 zeigt eine
entsprechende Simulation.

Koppelt man Massepunkte eines dreidimensionalen Gitters untereinan-
der mit recht steifen Federn, so kann man auf diese Weise recht realistisch
elastische K�orper simulieren, wie Abbildung 13 zeigt.

3 Probleme numerischer Simulationen

Vor allem Mehrk�orper - Simulationssysteme leiden unter numerischen Unge-
nauigkeiten, welche sich schnell explosionsartig aufsummieren k�onnen. Als
Beispiel sei die Simulation einer Kreisbewegung angef�uhrt. Ein Massepunkt
wird �uber eine Feder, welche im Ursprung (0; 0) festgemacht ist, auf eine
Kreisbahn gezwungen (bei anderen Startbedingungen kann die Flugbahn
auch elliptisch sein). Durch numerische Ungenauigkeiten, welche vor allem
durch den diskreten Zeitschritt hervorgerufen werden, bewegt sich der Mas-
sepunkt tangential immer ein wenig mehr von der idealen kreisf�ormigen
Flugbahn weg, so dass sich eine spiralf�ormige Flugbahn ergibt. Abbildung
14 verdeutlicht dies.

Abbildung 15 zeigt die Abh�angigkeit der Flugbahn von der Zeitschritt-
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Abbildung 14: Simulation eines Massepuntkes, welcher durch eine Feder auf
eine Kreisbahn gezwungen wird. Zeitschrittweite �t = 0:5 (2Hz)
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Abbildung 15: Dieselbe Simulation mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten.
Integratiosnmethode: Euler, v.l.n.r und v.o.n.u: 5 Hz, 10 Hz, 50 Hz, 100 Hz
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Euler Integration trapezoid Integration

Abbildung 16: Euler-Integration im Vergleich zu trapezoider Integration.
Der Genauigkeitsgewinn bei trapezf�ormiger Approximation der Integral-

�ache ist o�ensichtlich.

weite f�ur die einfache numerische Euler-Integration (konstante Zeitschritt-
weite, einfache Summation der Anstiege). Wie man sieht, erlaubt die Euler-
Integration erst bei sehr kleinen Zeitschrittweiten eine ausreichend exakte Si-
mulation. Dies geht zu Lasten der Rechenzeit und der begrenzten Au
�osung
der verwendeten Gleitkommazahlen. Desshalb wurden mehrere Integrations-
verfahren entwickelt, die eine wesentlich h�ohere Integrationsgenauigkeit be-
sitzen. Ein sehr einfaches ist die trapezf�ormige Integration, welche eine um
Gr�o�enordnungen bessere Integrationsgenauigkeit liefert, siehe Abbildung
16.
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